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Аннотация. Находится число компонент Эйна в мшихюбразнях модулей стабильных 2- 
расслоений с классами Черна С\ =  0,  с2 =  12 и 13, вычисляются их размерности и устанавли­
вается соответствие этих компонент спектрам стабильных 2-расслоений.
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1. Введение. В статье |1| Хартехорпом был опубликован перечень приоритетных 
проблем, связанных с векторными расслоениями па комплексных проективных про­
странствах. В частности, проблема 7 из данного перечня — изучение многообразий 
модулей стабильных векторных расслоений ранга 2 (называемых иногда для краткости 
« 2-расслоепиями») па комплексном проективном пространстве, в паши дни остается 
далекой от полного решения.
Всевозможные вопросы, относящиеся к поиску компонент в таких многообразиях 
модулей, а также установлению различных качественных и количественных характе­
ристик этих компонент являются одними из самых главных в исследовании указанных 
многообразий.
Настоящая работа посвящена нахождению точного числа компонент Эйна в мно­
гообразиях модулей М рз(2;0,12) и М рз(2;0,13) стабильных 2-расслоений с классами 
Черна Ci =  0, с2 =  12 и с2 =  13 на Р3 над нолем комплексных чисел С, вычислению 
их размерностей и установлению соответствия этих компонент конкретным спектрам 
стабильных 2-раеелоепий, По поводу известных в этом направлении результатов см., 
например, |2 |,
2. Компоненты Эйна в многообразиях Mvз(2; 0,12) и Mvз(2; 0,13) 
и их характеристики.
Напомним некоторые основные определения. Пусть £ 2 — стабильное расслоение ранга 
2 с классом Черна сл =  0 па Р3, / -  общая прямая в Р3, <т :=  bli : Р3 —> Р3 -  раздутие 
вдоль / и 7Г : Р3 —> Р 1 -  морфизм, определенный пучком плоскостей, проходящих через 
/. Тогда расслоение V :=  i?17r+<j*£2(—1) есть расслоение ранга п па Р 1, По теореме
Работа выполнена в рамках проекта Минобрнауки РФ на 2014-2016 гг. (госзадание научная ла­
боратория ЯГПУ «Векторные расслоения на алгебраических многообразиях» (первый автор) и под­
держана грантом РФФИ №14-01-00283-а (второй автор)
106 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ Серия: Математика. Физика. 2014. №19(190). Вып. 36
Гротепдика (см., например, |3|) такое расслоение единственным образом расщепляется
П
в прямую сумму линейных: V =  ® 0 p i(d j) ,  где ci\ <  а2 <  . . .  <  ап. Тогда спектр
г=1
Врвс(^2) ♦ {^1? * * * ч 0"п\■
Понятие спектра в случае произвольной характеристики было введено Хартсхорпом 
в |4|.
В реальности спектр такого расслоения представляет собой неубывающую последо­
вательность п целых чисел, обладающую рядом важных свойств (|4|, |5|), А именно, 
пусть Spec(£2) : =  { a i , a 2 , . . .  ,cin},cii 6  Z ,  -  спектр E 2. Тогда Spec(£2) удовлетворяет 
свойствам:
(1) симметричность { —a»} =  {a^},
(2) связность: дня любых двух чисел в Spec(£2), каждое число, .нежащее между 
ними, также .нежит в Spec(£2),
(3) если число /о, такое, что / <  /о <  m ax{aj} появляется только одни раз в Spec(£2), 
то каждое число /, такое, что / <  /о <  m ax{aj} появляется только одни раз в Spec(£2),
Согласно результату Хартсхориа и Рао |5| для 2-расслоепий с 1 =  0 и 1 <  с2 <  19 все 
спектры, удовлетворяющие свойствам (1)-(3) выше, являются реализуемыми, то есть в 
действительности существуют расслоения, имеющие такой спектр.
В свою очередь Л. Эйн |6| рассмотрен специальный класс стабильных векторных 
расслоений ранга 2 на Р3 -  класс так называемых обобщенных нуль-корреляционных 
расслоений £2, являющихся когомологическими пучками монад вида
0 —у 0рз(—с) —у 0рз(—Ъ) ® Орз(—ci) ф Орз(а) ® Орз(Ь) —у Орз(с) —у 0, (1)
где с >  b >  а >  0. В этом случае, как нетрудно вычислить, c i ( £ 2 ) =  0, с2(£2) =  с2—а2—Ь2. 
Более того, Л. Эйн показан, что такие расслоения стабильны тогда и только тогда, когда 
с >  а +  Ъ, и что пространство модулей MFз(2 ; 0 , с2 — а2 — Ь2) имеет неприводимую ком­
поненту N(a,b,c .), общая точка которой соответствует классу расслоений, являющихся 
когомологическими пучками монад из (1). Такие компоненты и будем называть компо­
нентам,и Эйна. Всесосторониее изучение расслоений, составляющих компоненты Эйна, 
по-прежнему сохраняет свою важность в связи с многочисленными применениями (дан­
ные расслоения иногда называются «обобщенными инстаитонами» -  см., например, |7|), 
Основным результатом настоящей работы является следующая
Т еорем а. 1. В пространства Мрз (2; 0,12) имеется единственная комиоиеита Эйиа: 
комиоиеита размерности 104, содержащая илотиое открытое иодмиожество классов рас­
слоений, имеющих сиектр (—3 , - 2 —2 , —1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2 , 3) и задаваемых монадой тина 
0 —У 0 Рз(—4) —у 0 Рз(—2) ф 20рз ф Орз(2) —у 0рз(4) —у 0.
2. В пространстве Мрз(2; 0,13) имеется единственная комиоиеита Эйиа: комиоиеита 
размерности 176, содержащая классы расслоений, имеющих сиектр
( - 6 , - 5 , - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6) 
и задаваемых монадой типа 0 —>• 0рз(—7) —>• 0рз(—6) ф 20рз ф 0рз(6) —> 0рз(7) —> 0.
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□  Положим г =  Ъ — a,q =  с — 2а — г — 1. Здесь r,q  >  0 в силу неравенств из (1). 
Тогда 0.2(82) =  (2а +  г +  1 +  q) 2 — (а +  г ) 2 — а2 =  (2а +  г ) 2 +  (1 +  q) 2 +  2(2а +  r ) ( l  +  q) — 
2 а2 — 2 аг — г 2 =  4 а2 +  4 аг +  г2 +  1 +  2q +  q2 +  4а +  4ag +  2r +  2rg — 2a2 — 2 ar — r 2 =  
2a2 +  2ar +  4a +  4ag +  2r +  2rg +  1 +  2g +  g2.
Поскольку a, г и q -  неотрицательные целые числа, а 02(82) представляет собой 
сумму единицы и произведений этих трех переменных в неотрицательных степенях, 
то, фиксируя любые две из трех переменных а, г и q, легко проверяем, что 02(82) 
становится тогда возрастающей функцией от оставшегося переменного. Анализируя 
данную функцию, мы элементарными вычислениями получаем, что равенство 0-2(82) =
0 , г 2 , q =  1. Тем самым, Ъ =  2 и с =  4. Аналогично, 
6 , q =  0. Тем самым, Ъ =  6 и с =  7,
12 возможно лишь при a
равенство 0-2(82) =  13 возможно лишь при a =  0, г 
Разберем теперь подробно два этих случая.
1. В случае о.2 =  12 имеется 20 реализуемых спектров. Перечислим эти спектры:
1) Spec 82 =  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);
2) Spec £2 =  (—1,0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,1);
3) Spec £2 =  ( -1 ,  -1 ,0 ,  0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ,1 ,1 );
4) Spec £ 2 =  ( -2 ,  -1 ,0 ,  0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,1, 2);
5) Spec £ 2 =  ( - 1 , - 1 , - 1 , 0 ,  0, 0, 0, 0, 0 ,1 ,1 ,1 );
6) Spec £ 2 =  ( - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2);
7) Spec £2 =  ( -3 ,  - 2 , - 1 ,0 ,  0, 0, 0, 0, 0,1, 2 , 3);
8) Spec £ 2 =  ( - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1);
9) Spec £ 2 =  (—2 , - 1 , - 1 , —1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 2);
10) Spec £2 = - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2);
И ) Spec £2 = - 3 , - 2 , - l , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ,1 ,2 ,3 );
1.2) Spec £2 = - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 0,0 0 ,0 1 2,3,4);
13) Spec £2 = - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1)
14) Spec £2 = - 2 , - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 2)
15) Spec £2 = - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 2 , 2)
16) Spec £2 = - 3 , - 2 , - l , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 2,3)
17) Spec £2 = - 3 , - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2,3)
18) Spec £2 = - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1,2, 3,4)
19) Spec £2 = - 5 , - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 2, 3,4, 5)
20) Spec £2 = - 2 , - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2)
В этом случае монада (1) имеет вид:
0 —у 0рз(—4) —у Орз (—2) ф 20рз ф Орз(2) —у 0рз(4) —у 0 . 
Согласно теореме статьи |8 |
hl 8 2(—1) =  16 и Л,1£ 2(—2) =  9.
(2)
(3)
Теперь рассмотрим сиектр иод номером 17 из указанного списка. Следуя технике 
Барта (см. работу |9|), имеем
Л.1£ 2(—1) =  h °K , Л.1 £2(—2) =  h ° K ( - 1),
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где К  =  ®Opi(A:), а числа к пробегают вышеуказанные спектры. Отсюда элементарным 
вычислением получаем, что равенства (3) верны дня спектра Spec £2 =
(—3, — 2, — 2, — 1, — 1, 0, 0 ,1 ,1 , 2, 2, 3), входящего иод номером 17 в наш список. Тем са­
мым, в силу единственности спектра Spec £2 расслоения £2 получаем, что наша компо­
нента Эйна соответствует именно спектру с порядковым номером 17. Применяя фор­
мулу Барта (см. также формулу (4) статьи |2|) к монаде (2), находим размерность d 
этой компоненты Эйна:
d =  di — d'2 — ds — dii ,
di =  dim Н от (0 р з(—2) ® 20F3 ® 0рз(2), Орз(4)) =
=  Л°Орз(6) +  Л°20Рз(6) +  Л°20Рз(4) +  Л°Орз(2) =  84 +  70 +  10 =  164; 
d2 =  dim Н от(Орз(4), Орз(4)) =  Л°0рз =  1 ;
4  =  Л°(Л2(Орз(4))) =  0 ;
d4 =  h°{S2{0 F3(—2) 0  20Рз 0  0 Рз(2))) =
=  Л°(5'2(0рз(—2) 0  20Рз)) +  Л°0рз(4) +  Л°0Рз +  Л02ОРз(2) =
=  Л °0рз(-4) +  h° 0 Рз (-4 )  +  Л°30рз +  Л°20рз(—2) +  35 +  1 +  20 =
=  0 +  3 +  0 +  56 =  59 .
Таким образом, d =  164 — 1 — 0 — 59 =  104.
2. В случае с2 =  13 имеется 33 реализуемых спектра. Перечислим эти спектры:
1) Spec £2 =  (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0);
2) Spec £2 =  ( -1 ,  0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,1);
3) Spec £ 2 =  ( -1 ,  - 1 ,  0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 ,1 ,1 );
4) Spec £ 2 =  ( -2 ,  - 1 ,  0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,1, 2);
5) Spec £ 2 =  ( - 1 , - 1 , - 1 , 0 ,  0, 0, 0, 0, 0, 0 ,1 ,1 ,1 );
6) Spec £ 2 =  ( - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2);
7) Spec £2 =  ( -3 ,  - 2 , - 1 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,1, 2 , 3);
8) Spec £ 2 =  ( - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1);
9) Spec £ 2 =  ( - 2 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 ,  0, 0, 0, 0 ,1 ,1 ,1 ,2 );
10) Spec £ 2  = - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2);
И ) Spec £ 2  = — 3, —2 , —1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 ,2 ,3 );
1.2) Spec £ 2  = - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 , 2 ,3 ,4 );
13) Spec £ 2  = - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1)
14) Spec £ 2  = - 2 , - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 1 , 2)
15) Spec £ 2  = - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 2 , 2)
16) Spec £ 2  = — 3, —2 , —1 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 1 ,2 ,3 )
17) Spec £ 2  = - 2 , - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2 , 2)
18) Spec £ 2  = - 3 , - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 ,2 ,3 )
19) Spec £ 2  = - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 1 , 2 ,3 ,4 )
20) Spec £ 2  = - 5 , - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , 0 , 0 , 0 , 1 , 2 ,3 ,4 ,5 )
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В данном случае монада (1) имеет вид:
0 —у 0 рз(—7) —у Орз (—6) ф 20рз ® Орз (6) —у Орз(7) —У 0
Согласно теореме статьи |8 |
h1E2( - 1) =  28,h1E2( - 2 )  =  2 1 .
) Spec £2 = - 1 , - 1 , - 1 , - 1 , - 1 - 1 0 , 1 1 1 1 1 1)
) Spec £2 = - 2 , - 1 , - 1 , - 1 , - 1 - 1 0 , 1 1 1 1 1 2)
) Spec £2 = - 2 , - 2 , - 1 , - 1 , - 1 - 1 0 , 1 1 1 1 2 2)
) Spec £2 = - 3 , - 2 , - 1 , - 1 , - 1 - 1 0 , 1 1 1 1 2 3)
) Spec £2 = - 2 , - 2 , - 2 , - 1 , - 1 - 1 0 , 1 1 1 2 2 2)
) Spec £2 = - 3 , - 2 , - 2 , - 1 , - 1 - 1 0 , 1 1 1 2 2 3)
) Spec £2 = - 4 , - 3 , - 2 , - 1 , - 1 - 1 0 , 1 1 1 2 3 4)
) Spec £2 = - 2 , - 2 , - 2 , - 2 , - 1 - 1 0 , 1 1 2 2 2 2)
) Spec £2 = - 3 , - 2 , - 2 , - 2 , - 1 - 1 0 , 1 1 2 2 2 3)
) Spec £2 = - 3 , - 3 , - 2 , - 2 , - 1 - 1 0 , 1 1 2 2 3 3)
) Spec £2 = - 4 , - 3 , - 2 , - 2 , - 1 - 1 0 , 1 1 2 2 3 4)
) Spec £2 = - 5 , - 4 , - 3 , - 2 , - 1 - 1 0 , 1 1 2 3 4 5)
) Spec £2 = - 6 , - 5 , - 4 , - 3 , - 2 - 1 0 , 1 2 3 4 5 6).
(4)
(5)
Теперь рассмотрим сиектр иод номером 33 из вышеуказанного списка. Снова следуя 
технике Барта |9|, элементарным вычислением получаем, что равенства (5) верны дня 
спектра
Spec £ 2 =  ( - 6 , - 5 ,  - 4 ,  - 3 ,  - 2 , - 1 , 0,1, 2 , 3, 4, 5, 6),
входящего иод номером 33 в наш список. Тем самым, в силу единственности спектра 
Spec £2 расслоения £2 получаем, что наша компонента Эйна соответствует в точности 
спектру с порядковым номером 33 и, ввиду утверждения (а) теоремы 3.3 статьи |6|, 
содержит именно классы расслоений, имеющих такой сиектр. Применяя упомянутую 
выше формулу Барта к монаде (4), находим размерность d этой компоненты Эйна: 
d =  d\ — d2 — d-з — d^ где
d\  =  dim H om (0 p3(—6 )  ф  2 0 р з  ®  О р з ( 6 ) ,  О р з ( 7 ) )  =
=  Л°0Рз(13) +  Л°20Рз(7) +  h° 0 Рз(1) =  560 +  240 +  4 =  804; 
d2 =  dimHom(Op3(7 ), Орз(7)) =  h°Орз =  1 ; 
d3 =  h°( А 2(0рз(7))) =  0; 
d4 =  h°{S2{ ( V ( - 6) 0  2 0 F 3 0  0 ^ (6 )))  =
=  h°(S2(0 F3( - 6 )  0  2 0 F3)) +  h°0 Рз(12) +  Л°Орз(12) +  h°0 Рз +  h°2 0 ^ (6 ) =
=  Л°0Рз(—12) +  h° 3 0 F 3 +  h° 20 f 3(—6) +  455 +  1 +  168 =
=  0 +  3 +  0 +  624 =  627.
В итоге d =  804 -  1 -  0 -  627 =  176.
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ON STABLE 2-BUNDLES W ITH  CHERN CLASSES a  = 0 , a  =  12 AND c2 =  13
ON COMPLEX PROJECTIVE SPACE
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Abstract. The number of Ein’s components in varieties of moduli of stable 2-bundles with Chern 
classes c\ =  0, c2 =  12 и c2 =  13 is found, their dimensions are calculated and it is established the 
correspondence of this components to spectra of stable 2-bundles.
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